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 های مناسب پر کنید. جاهای خالی را با عبارت  1

اگر ماتریس   الف( 
m

A
 

=  
 

4
1 2

 است. ...............  برابر    mصورت، مقدار  پذیر نباشد، در این وارون   

3ماتریس   Aاگر    ب(  Aباشد و   3 Aحاصل   صورت، در این   ، 5= A    است. ...............  برابر 

)Aۀ نقط   پ(  , )− −1 xۀ دایره به معادل ...............  2 y x y+ − + =2 2 2 2  روی محیط(   –داخل    –)خارج    قرار دارد.  0

xۀ اگر معادل   ت(  y x y k+ − + + =2 2 3 5  است. ...............  برابر    kگاه حدود یک دایره باشد،آن  ۀ ، معادل 0

2 

 های زیر را مشخص کنید. درستی یا نادرستی عبارت  2

 هر ماتریس قطری، یک ماتریس اسکالر است.  الف(

اگر ب(
sin cos

A
cos sin

  
=  

 −  
 است.  1برابر  Aگاه دترمینان ماتریس باشد، آن 

 است.   A  ۀ در نقط   dخط عمود بر خط  اند، یک  مماس   Aثابت    ۀ در نقط   dهایی در صفحه که بر خط  دایره   ۀ مکان هندسی مرکز هم   پ( 

س طح مخروط ی را  ۀتنها یکی از دو نیم  نیز موازی نباشد و dو با مولد  بر محور سطح مخروطی عمود نباشد P ۀاگر صفح ت(

 قطع کند، فصل مشترک حاصل، سهمی خواهد بود. 

2 

ijAاگر 3 a


 =  3 2
ijBو   b


 =  2 3

Bهایشان بنویسید و سپس حاص لرا با درایه  Bو    Aصورت زیر باشد، ابتدا ماتریس  به   A 

 دست آورید. را به

ij ij

i j i j i i j

a i j i j b i j i j

j i i j i j i j

 − = + =
 

= +  = + −  
 −  − 
 

2 2 1
2 1

2
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4 
ۀمعادل 

x
x

   
=   

− −   

1 0
3 0

2 3 1
 را حل کنید.  

75 /0 

5 
Aاگر

− 
=  

− 

1 3
2 4

Bو
− 

=  
− 

3 1
2 2

Aباشد، وارون ماتریس  B+ دست آورید. را به 
1 

6 
اگر

A A
A

A

 
=  
 

5
3 4

)باشد، در این صورت، حاصلپذیر وارون  A  را بیابید.  1−(
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، دستگاهmبه ازای چه مقادیری از  7
x my m

(m )x y m

+ = −


− + = −

2
1 3

 فاقد جواب است؟ 
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  ادامۀ سؤالات در صفحۀ بعد  

  



 دقیقه  40مدت امتحان:   1402/ 10/ 07تاریخ امتحان:   ساعت شروع:   3هندسه   :درس  ساز نهاییآزمون شبیه 

 صفحه  2تعداد صفحات:   دورۀ متوسطه   همزددواپایۀ   ریاضی فیزیک رشته:   نام و نام خانوادگی:  

                                                                                                    گروه آموزشی ماز                                                                                                    نهاییامتحان ساز شبیه  آزمون 

 نمره  [ باشداستفاده از ماشین حساب ساده مجاز می برگ دارد(                     ]سؤالات )پاسخ  ردیف 
 

4 

 dبه یک فاصله ب وده و از  Bو  Aای را بیابید که از اند. نقطهیک نیست در صفحه مفروضکه شامل هیچ  dو خط    Bو    A  ۀدو نقط 8

 )بحث کنید.( متر باشد. سانتی 3 ۀبه فاصل

5 /1 

)Oۀای را بنویسید که نقطدایره ۀمعادل 9 , )− −1 xو روی خط مرکز آن بوده 1 y+ =2  جدا کند.  4وتری به طول  2

 

5 /1 

)Aنقاط 10 , )− −1 )Bو 1 , )1 )Cو 1 , )−1  هستند: ABCرئوس مثلث  3

 را بنویسید.  ABCمحیطی مثلث  ۀدایر ۀمعادل الف(

 دست آورید. به Aخط مماس بر این دایره را در رأس  ۀمعادل ب(

5 /2 

xیت خطعوض 11 y− = xۀو دایر 1 y x y+ − + + =2 2 2 4 3  هم مشخص کنید. را نسبت به 0
 

5 /1 

Oای را بنویسید که مرکز آندایره ۀمعادل 12 ( , ) −1 xۀبوده و بر دایره به معادل 3 y x y+ − + =2 2 4 2  مماس داخل باشد.  31

 

75 /2 

 20 موفق باشید.  
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 مصحح شو:   1

k ت(  ( 0/ 5پ( خارج )  ( 5/0) 625 ب(  ( 0/ 5)  2 الف( 
17
2

(5 /0 ) 

 تر: بررسی دقیق 

Aپذیر نباشد، وارون  Aدانیم که اگر ماتریس می   الف(  است، پس: =

Am
A m m m

= 
= ⎯⎯⎯→ − =  =  = 
 

4
2 4 2 4 2

1 2
 

3، ماتریس Aدانیم که می ب( Aو 3 =  است، پس:  5

A A A A A ( )=  = = =
3 4 45 625 

x ۀابتدا مختصات مرکز دایره به معادل پ( y x y+ − + =2 2 2  :آوریممی  دستبهن را آشعاع  ۀچنین اندازو هم  2

a b
O( , ) O( , ) O( , )

R a b c R ( ) ( )

−
− −  − −  −

= + −  = − + = =2 2 2 2

2 2
1 1

2 2 2 2

1 1 1
4 2 2 8 2

2 2 2

 

)Aۀ نقط ۀحال فاصل , )− −1  آوریم: می دستبهرا از مرکز دایره  2

( )OA ( ) ( )= − − + − − − = + =
221 1 2 1 4 1 5 

OAبا توجه به اینکه R  ۀگیریم که نقطاست، نتیجه می A ،دایره قرار دارد. خارج 

xۀ دانیم که معادلمی ت( y ax by c+ + + + =2 aیک دایره است که  ۀدر صورتی معادل 2 b c+ − 2 2  باشد، پس:  4

x y x y k ( ) ( ) (k) k k k+ − + + =  − + −   + −     2 2 2 2 17
3 5 3 5 4 9 25 4 4 34

2
 

 : ی یک ماتریسپذیرشرط وارون  (الف 

Aپذیر باشد( این است که وارون Aوجود داشته باشد ) A−1شرط لازم و کافی برای اینکه     .باشد 

 : یک ویژگی مهم از دترمینان ب( 

nیک ماتریس  Aاگر  n  وk  :عددی حقیقی باشد، داریم                                                                                              nkA k A= 

 : وضعیت نقطه با دایره  پ( 

کنیم و سپس به کمک جدول زیر وضعیت آن را با  پیدا می A ۀمرکز دایره را از نقط ۀبا دایره، ابتدا فاصل Aای مانند برای مشخص کردن وضعیت نقطه
 کنیم: دایره تعیین می

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Aۀدو نقط ۀفاصل یادآوری: AA(x , y B  و  ( BB(x ,y B                                   از هم برابر است با: ( A B AAB (x x ) (y y )= − + −2 2 

2 

O

A

r
O

A

r
O

A
r

 

 
 

 

 

 

 
 

 بیرون دایره است.  A ۀنقط روی دایره است.  A ۀنقط درون دایره است.  A ۀنقط

OA r OA r= OA r 
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 ت( شرط دایره بودن: 

xضمنی به فرم  ۀشرط دایره بودن یک رابط y ax by c+ + + + =2 2: 

aـ اگر  b c+ 2 2 rای به شعاع  باشد، این رابطه مربوط به دایره 4 a b c= + −2 21
4

2
و به مرکز  

a b
O( , )− −

2 2
 است.  

aـ اگر  b c+ =2 2 باشد، این رابطه مربوط به یک نقطه به مختصات  4
a b

,
− − 

 
 2 2
 است.  

aـ اگر  b c+ 2 2  کند. ای را در صفحه مشخص نمیباشد، این رابطه هیچ نقطه 4

 مصحح شو:   2

 ( 0/ 5) تنادرس ت(  ( 5/0درست ) پ(  ( 0/ 5نادرست ) ب(  ( 0/ 5نادرست ) الف(

 تر:  بررسی دقیق 
 تند، پس گزارۀ »الف« نادرست است. های روی قطر اصلی لزوماً یکسان نیستوجه داشته باشید که در یک ماتریس قطری، درایه الف(

                  ب(
sin cos

A A sin cos (sin cos )
cos sin

  
=  = − −  = − +  = − 

 −  

2 2 2 2

1

1 

 است. ببینید:   A ۀدر نقط dاند، یک خط عمود بر خط مماس Aثابت  ۀدر نقط dهایی در صفحه که بر خط دایره ۀمکان هندسی مرکز هم پ(
 

 

 

 
 

با مولد    P  ۀاگر صفح  ت( نباشد و  نیم  dبر محور سطح مخروطی عمود  و تنها یکی از دو  نباشد  سطح مخروطی را قطع کند، فصل مشترک    ۀنیز موازی 

 حاصل، بیضی خواهد بود. 

 ( معرفی چند ماتریس: 1 

 گوییم. می n ۀباشد، آن را یک ماتریس مربعی مرتب nها برابر و مساوی اگر در یک ماتریس تعداد سطرها با تعداد ستون ماتریس مربعی:ـ 
 گوییم. میاگر یک ماتریس فقط از یک سطر تشکیل شده باشد آن را یک ماتریس سطری  ماتریس سطری:ـ 
 گوییم.  اگر یک ماتریس فقط از یک ستون تشکیل شده باشد آن را یک ماتریس ستونی می ماتریس ستونی:ـ 
های واقع بر  گوییم. )درایههای غیرواقع بر قطر اصلی آن صفر باشند آن را ماتریس قطری میاگر در یک ماتریس مربعی تمام درایه  ماتریس قطری:ـ  

 توانند صفر باشند یا نباشند(. قطر اصلی می

A B C

 
    

= = − =    
     

2
3

1
1

 

 گوییم.  های روی قطر اصلی آن باهم برابر باشند آن را ماتریس اسکالر میاگر یک ماتریس، قطری باشد و تمام داریه ر:لماتریس اسکا ـ 

 A B C

 
   

= = =   
    

2
1

2 3
1

2

 

 دهیم. نمایش می Oگوییم و آن را با نماد های آن صفر باشند، ماتریس صفر میدرایه ۀبه ماتریسی که هم ـ ماتریس صفر:
 گوییم.  های زیر قطر اصلی برابر صفر باشند آن را ماتریس بالامثلثی میس مربعی تمام درایهی اگر در یک ماتر ماتریس بالامثلثی:ـ 
 گوییم. لی برابر صفر باشند آن را ماتریس پایین مثلثی میصهای بالای قطر ا هایاگر در یک ماتریس مربعی تمام در  ماتریس پایین مثلثی:ـ 
 

B

− 
 

=
 
  

1

2 1

3 4 2

                     A

− 
 

=
 
  

1 1 2

3 1

2

 

 »ماتریس بالامثلثی«                   پایین مثلثی«  س»ماتری 
  Iنامیم و آن را با  را ماتریس همانی یا ماتریس واحد می نباشند آ  1های روی قطر اصلی برابر  ماتریس اسکالر تمام درایهاگر در یک  ماتریس همانی:ـ 

 دهیم.  نمایش می

2 

A

d

d
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 I I I

 
   

= = =   
    

2 3 1

1
1

1 1
1

1

 

اگر ماتریس  مثال:
r m− 
 
 

1

1
mهمانی باشد، حاصل  سیک ماتری   r+  .را بیابید 

r
m r

m m

=
 + = + =

− =  =

1
1 1 2

1 1
 

Aدر ماتریس قطری   مثال:
m

 
=  

− 

3

1 4
m                                                                            است؟چقدر  mمقدار   m− =  =1 1 

ijۀ مرتبماتریس همدو    تساوی بین دو ماتریس: m n
A a


 =  

ijو    m n
B b


 =  

نظیر به نظیر با هم    هاآنهای  باهم برابرند اگر و تنها اگر درایه  

 برابر باشند. 

اگر دو ماتریس  مثال:
x

A
z

− 
=  

+ 

1 8

3 1
و 

y x
B

+ − 
=  
 

1 2

3 4
x)مساوی باشند، مقدار   y z)+  را بیابید.  +

x

x x

y x y x y

z z

x y z

=

− =  =



+ = −  = − ⎯⎯⎯→ = − =


+ =  =

 + + = + + =

10

2 8 10

1 1 2 10 2 8

1 4 3

10 8 3 21

 

 (مکان هندسی: 2 

فضا که هم یا  از صفحه  نقاطی  و هم  هاآن  ۀبه مجموعه  باشند  داشته  ویژگی مشترک  این  یک  عضو  باشد  داشته  را  ویژگی  نقطه که آن  هر  چنین 
 گوییم.  مجموعه باشد، مکان هندسی می

 های مهم:  مکان هندسی
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 مکان هندسی هر یک از مجموعه نقاط زیر را مشخص کنید.  مثال:
 (dو dاند. )نیمساز زوایای بین دو خط به یک فاصله dو  dقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع ن الف(
 (A ۀدر نقط dاند. )خطی عمود بر مماس Aثابت  ۀدر نقط  dهایی در صفحه که بر خط دایره ۀمرکزهای هم ب(
 از آن(  r ۀو به فاصل  dاند. )دو خط موازی با در صفحه مماس dکه بر خط   rهایی با شعاع ثابت دایره ۀمرکزهای هم پ(
 (r2و شعاع   Oهایی به مرکز اند. )دایرهاین دایره مماس خارجی ۀدر صفح C(O,r)ۀ که بر دایر   rایی با شعاع ثابت هدایره ۀهای هممرکز  ت(
 
 
 

O
r

d
m

m

H

M

 
2O

H

HA B

M خط  خط به یک فاصله باشند، عمودمنصف آن پارهمکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو سر یک پاره
 است. 

 
 
 
 

  یک فاصله باشند، نیمساز آن زاویه است. مکان هندسی نقاطی از صفحه که از دو ضلع یک زاویه به 
 
 
 

مانند   ثابت  نقطه  یک  از  که  صفحه  از  نقاطی  هندسی  ثابت    Oمکان  فاصلۀ  باشند،    rبه  داشته  قرار 
 است.  rو به شعاع  Oای به مرکز دایره

 
 
 

قرار داشته باشند، دو خط راست موازی    mبه فاصله ثابت     dمکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط
 اند. در دو طرف آن قرار گرفته  mهستند که به فاصله  dبا خط 
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 ( مقاطع مخروطی: 3 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 مصحح شو:   3

 دهیم:  را تشکیل می  Bو  Aهای ابتدا ماتریس 

( ) ( )

A ( ) ( ) ( / )

( ) ( )

( )
B ( / )

( )

 − −   
  = + − =
  
 + +   

 

 + − − − − 
 = =  

−   + − + − 

2

2

2

2

1 1 2 2 1 0 0

2 2 1 2 2 5 2 0 5

2 3 1 2 3 2 7 8

1 1 1 2 1 3 2 1 2
0 5

2 5 12 1 1 2 1 2 3

 

 بنابراین، حاصل خواسته شده برابر است با:  

BA ( / )

 
− − − −    

= =    −     

0 0
2 1 2 19 18

5 2 0 5
2 5 1 18 2

7 8

 

 ماتریس:   

 گوییم. ( هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی را که شامل تعدادی سطر و ستون باشد یک ماتریس می1
 گوییم. درایه آن ماتریس می( هر عدد حقیقی واقع در هر ماتریس را  2
mصورتبهستون باشد آن را    nسطر و    mدارای    A( در حالت کلی، اگر ماتریس  3 nA   گوییم  دهیم و مینمایش میA    ماتریسی از مرتبهm n 

 است.  
اندیس تعریف می4 اندیس سمت راست جای ستون آن را مشخص می( برای هر درایه ماتریس دو  و  اندیس سمت چپ جای سطر  کند،  کنیم که 
 ام.jام و ستون iیه روی سطر رایعنی د ijaدیگر  عبارتبه

ماتریس  5 اگر   )A    صورتبهراij m n
A a


 =      در ماتریس  ijaبه    صورتایننمایش دهیم  درایه عمومی   ،A  در آن می iگوییم که  m 1  و

j n 1 کند. تغییر می 

صورتبه  Aاگر ماتریس  مثال: A i j


= − 3 33  آرایش مستطیلی بنویسید. صورتبهباشد، آن را  2

5 /1 

 هذلولی  سهمی  بیضی  دایره 

بر محور سطح    P ۀصفح
مخروطی عمود باشد و از رأس  

 آن عبور نکند. 

عمود   بر محور    P ۀصفح
نیز موازی   dنباشد و با مولد 

  ۀنباشد و تنها یکی از دو نیم
 مخروط را قطع کند. 

موازی باشد   dبا مولد   P ۀصفح
 و از رأس مخروط عبور نکند. 

تکه بالایی و   دو  هر  P ۀصفح
پایینی سطح مخروطی را قطع  

 نباشد.  Lکند و شامل محور 

 
 
 
 
 
 
 

   

 های دیگر حالت

از رأس سطح   P ۀاگر صفح
مخروطی عبور کند، فصل  

و سطح    P  ۀمشترک صفح
مخروطی تنها شامل یک نقطه  

 است. 

از رأس سطح   P ۀاگر صفح
مخروطی عبور کند فصل  

و سطح    P  ۀمشترک صفح
مخروطی تنها شامل یک نقطه  

 است. 

موازی   dبا مولد   P ۀاگر صفح
باشد و از رأس مخروط عبور کند  

و سطح    P ۀفصل مشترک صفح
 مخروطی یک خط است. 

از رأس سطح   P ۀاگر صفح
مخروطی عبور کند و هر دو تکه  
بالایی و پایینی سطح مخروط را  

  ۀقطع کند، فصل مشترک صفح
P   و سطح مخروطی دو خط

 متقاطع است. 

 

A

d

P

A

d

P

P

d

A A
P

d
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A

− − − − −   
   

= − − − =
   
   − − −   

3 2 3 4 3 6 1 1 3

6 2 6 4 6 6 4 2 0

9 2 9 4 9 6 7 5 3

 

ijAصورتبه  Aماتریس  مثال: a


 =  3 3
ijکه   

i j i j

a j i j

i j

+ =


= 


0

 آرایش مستطیلی بنویسید.   صورتبهاست. این ماتریس را  

A

 
 

=
 
  

2 0 0

1 4 0

1 2 6

 

a33،iو a11،a22های ـ در درایه j=  .است 

a23 ،iو a12،a13های ـ در درایه j  .است 

a32،iو a21،a31های ـ در درایه j  .است 

 ها: ضرب ماتریس  

تعداد سطرهای ماتریسپذیر هستند که تعداد ستونزمانی ضرب  Bو    Aدر حالت کلی دو ماتریس   اول با    عبارت بهدوم برابر باشد،    های ماتریس 
 دیگر:  

m p p n m nA B C

 

   = 

 
Aماتریس ستونی باشد، برای پیدا کردن حاصل   Bماتریس سطری و    Aاگر    :ضرب ماتریس سطری در ماتریس ستونی B کافی است هر درایه ،

 ها را با هم جمع کنیم. ببینید:بضرب کرده و حاصل این ضر  Bرا در درایه نظیرش در ماتریس  Aماتریس 

 n n n

n

b

b
A B a a ... a a b a b ...a b

b

 
 
  = = + +
 
 
 

11

21
11 12 1 11 11 12 21 1 1

1

 

mماتریس   ضرب ماتریس در ماتریس: pA    وp nB  مفروضند. حاصل ،A B  ماتریسی مانندm nC    از ضرب یک سطر است که هر درایه آن 

 دیگر:   عبارتبهید. آ می دست به Bدر یک ستون ماتریس  Aماتریس 

 
 
 

=
 
  

 Cام ماتریس jام و ستون iدرایه سطر

اگر  مثال:
a

A
b

 
=  

− 

4

1
Bو 

− 
=  
 

1 2

3 2
Aضرب آورید که حاصل دستبهرا طوری  bو   aباشد، مقادیر   B  .ماتریسی قطری باشد 

a a a
A B

b b b

− + − +     
 = =     

− − − −     

4 1 2 4 3 8 2

1 3 2 3 2 2
 

 حال برای اینکه ماتریس حاصل، ماتریسی قطری باشد، باید:  

a a

b b

− + =  =


− =  =

8 2 0 4

3 0 3
 

 ها: خواص عمل ضرب ماتریس  

 جایی ندارد.  ها خاصیت جابه( در حالت کلی ضرب ماتریس1
AB BA 

 دیگر:   عبارتبهعضو خنثی برای عمل ضرب است.  Iگاه ماتریس باشد، آن nماتریس واحد )همانی( مرتبه  Iو   nماتریس مربعی مرتبه  A( اگر 2
AI IA A= = 

B)در  A( ضرب ماتریس 3 C) پذیری یا پخش را دارد، خاصیت توزیع : 

A(B C) AB AC =  
                    پذیری را دارد:  (، خاصیت شرکتBCدر ) A( ضرب ماتریس 4

 ستون 
jام 

 Bماتریس 
 Aام ماتریس iطرس

 برابر
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A(BC) (AB)C=

ABداشته باشیم:   Cو    A  ،Bهای متمایز  دیگر اگر برای ماتریس  عبارتبهها برقرار نیست،  ( در حالت کلی، قانون حذف در ضرب ماتریس5 AC= ،
Bگاه لزوما  آن C=  .نیست 

توان در ماتریس:  
شود:  زیر تعریف می صورتبهی صحیح و نامنفی آن هاانیک ماتریس مربعی باشد، تو Aاگر 

n n n

A I

A A

A A A

A A A A A

A A A A A A A

A A A A A ...− −

=

=

= 

=  = 

=  =  = 

=  =  =

0

1

2

3 2 2

4 3 3 2 2

1 1

 یک ماتریس مربعی باشد، داریم: Aاگر   های توان در ماتریس:ویژگی
m n n m (m n)

m n n m mn

A A A A A

(A ) (A ) A

+ =  =

= =

Aاگر  مثال:

 
 

=
 
 − 

1 2 0

0 1 3

1 2 1

آورید.  دستبهرا  A2باشد، ماتریس 

A A A

     
     

=  = = −
     
     − − −     

2
1 2 0 1 2 0 1 4 6

0 1 3 0 1 3 3 7 6

1 2 1 1 2 1 2 2 7

Aاگر  مثال:
 

=  
− 

0 2

1 0
آورید.  دستبهرا  A7باشد، ماتریس  

A I

A (A ) A ( I) A

−       
= = = − = −       

− − −       

−   
=  = −  = − =   

−   

2

7 2 3 3

0 2 0 2 2 0 1 0
2 2

1 0 1 0 0 2 0 1

0 2 0 16
2 8

1 0 8 0

Aهای اگر ماتریس   مثال: 

 
 

= −
 
  

1 0 2

0 1 1

2 1 0

و  

a b

B

a b

+ 
 

= −
 
 − + 

2 2

2 2 1

2 1 4

Aرا چنان بیابید که داشته باشیم:   bو    aباشند، مقادیر   B O− =2

 (O ).ماتریس صفر است 

A

a b

A B O A B

a b

     
     

= − − = −
     
     −     

+   
   

− =  =  − = −
   
   − − +   

2

2 2

1 0 2 1 0 2 5 2 2

0 1 1 0 1 1 2 2 1

2 1 0 2 1 0 2 1 5

5 2 2 2 2

2 2 1 2 2 1

2 1 5 2 1 4

a b a

a b b

+ = =  
  

+ = =  

5 0

4 5 5

Aاگر  مثال:
 

=  
 

0 4

2 1
Aرا طوری بیابید که رابطه nو  mباشد، مقادیر   mA nI= +2

ماتریس همانی است.(  I2برقرار باشد.)  2
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A

m n n m
mA nI m n

m m n m m n

     
= =     
     

         
+ = + = + =         

+         

2

2

0 4 0 4 8 4

2 1 2 1 2 9

0 4 1 0 0 4 0 4

2 1 0 1 2 0 2

 

Aدانیم که رابطهمی mA nI= +2
 باید برقرار باشد، یعنی:  2

nn m

m m n m

=    
=     

+ =    

88 4 4

2 9 2 1
 

 پذیر:تعویض دو ماتریس  

ABدو ماتریس مربعی باشند و  Bو    Aجایی ندارد، حال اگر  ها خاصیت جابهدانیم که در حالت کلی ضرب ماتریسمی BA=    صورت اینباشد، در  

 پذیرند. تعویض Bو   Aدو ماتریس 

 :صورتاینپذیر باشند، در دو ماتریس تعویض Bو   Aحال اگر 

(A B) A AB B

(A B) A AB B

(A B)(A B) A B

− = − +

+ = + +

− + = −

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2 

A)پذیر باشند، ثابت کنید: و تعویض 3دو ماتریس مربعی مرتبه  Bو   Aاگر  مثال: B) A AB B− = − +2 2 22 

AB BA
(A B) (A B)(A B) A AB BA B A AB B

=
− = − − = − − + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ − +2 2 2 2 22 

Aاگر  مثال: A=2 ثابت کنید: صورتاینباشد، در(A I) I A+ = +2 3 

 پذیرند، بنابراین:تعویض Iو  Aدانیم که می

A A
(A I) (A I)(A I) A AI IA I A A I A A I A I

=
+ = + + = + + + = + + ⎯⎯⎯⎯→ + + = +

22 2 2 2 2 2 3 

های اگر ضرب ماتریس مثال:
x y

A
 

=  
− 2 1

Bو 
 

=  
 

4 3

3 4
پذیر باشد، حاصل تعویض  x y

x

 
 

−
 
 − 

2

2  را بیابید.  2

ABپذیر است، یعنی:  تعویض Bو  Aهای  دانیم که ضرب ماتریسمی BA= 

x xx y x y x y x y x y

x y y y

+ =  = −+ + + −            
=  =            

− − + − − =  =            

3 8 5 14 3 4 3 4 3 3 4 4 6 4 3

2 1 3 4 3 4 2 1 5 2 3 8 3 4 3 4 2 2
 

           حال حاصل خواسته شده برابر است با:   
 
 

− − = − + − =
 
  

2

1 2 2 2 2 4 2 0

1

 

 مصحح شو:   4

   

( / )

x x
x x ( / )

x x (x ) x ( / )

     
=  + − =     

− − −     

 + + =  + =  = −2 2

0 25

1 0
3 0 6 9 0 0 25

2 3 1 1

6 9 0 3 0 3 0 25
 

75/0 

 مصحح شو:   5

Aابتدا ماتریس  B+ دهیم: را تشکیل می 

A B ( / )
− − −     

+ = + =     
− − −     

1 3 3 1 4 4
0 25

2 4 2 2 4 6
 

1 

AوBپذیرند تعویض 

 دانیممی
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Aحال برای پیدا کردن وارون ماتریس  B+  :داریم 

( / )

A B ( )( ) ( )( ) ( / )

(A B) ( / )−

+ = − − − = − + = −

 
− − 

+ = =   
−−    −

  

1

0 25

4 6 4 4 24 16 8 0 25

3 1
6 41 4 2 0 25
4 4 1 18

2 2

 

 ها: ( جمع و تفریق ماتریس 1 

 . م های دو ماتریس را نظیر به نظیر با هم جمع یا از هم کم کنیمرتبه کافی است که درایهجمع یا تفاضل دو ماتریس همبرای 

 ( ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس: 2 

 .  م کنیضرب می Aهای ماتریس ، آن عدد را در تمام درایهAبرای ضرب یک عدد حقیقی در ماتریس  

 ( قرینه  یک ماتریس: 3 

)از ضرب عدد  Aیک ماتریس دلخواه باشد، قرینه ماتریس  Aاگر  )آید که آن را با می دستبه Aدر ماتریس  1−( A)− دهیم. نشان می 

 تریس: ها و ضرب عدد در ما( برخی از خواص جمع ماتریس 4 

 اعدادی حقیقی باشند، داریم:  sو   rمرتبه و های همماتریس Cو  Bو   Aاگر 

A B B A

A (B C) (A B) C

A O O A A

A ( A) ( A) A O

(r s)A rA sA

r(A B) rA rB

rA rB,r A B

+ = +

+ + = + +

+ = + =

+ − = − + =

 = 

 = 

=   =0

 

اگر  مثال:
m

A
n

+ 
=  

+ 

2 1

2 4 5
Aماتریس  nو  mیک ماتریس قطری باشد با محاسبه   I+ ( .را بیابیدI  ).ماتریس همانی مرتبه دو است 

m m
A

n n

A I

+ =  = −  
 =  

+ =  = −  

     
+ = + =     

     

1 0 1 2 0

0 52 4 0 2

2 0 1 0 3 0

0 5 0 1 0 6

 

 ( وارون ماتریس: 5 

 طوری که:است به B)در صورت وجود( ماتریسی مانند   A، وارون ماتریس Aبرای هر ماتریس مربعی مانند 

A B B A I =  = 

ماتریس  صورتایندر    ،B    ماتریس وارون  با می  Aرا  را  آن  و  می  A−1گوییم  اگر نمایش  حال  دهیم. 
a b

A
c d

 
=  
 

در     وارون    صورتاینباشد، 

 آید: می دستبه( از رابطه زیر A−1) یعنی Aماتریس 

d b
A

c aA

− − 
=   

− 

1 1
 

Aپذیر باشد( این است که وارون  Aوجود داشته باشد ) A−1شرط لازم و کافی برای اینکه  توجه: 0  .باشد 



 

22 
 

Aاگر  مثال:
 

=  
 

4 1

0 3
Aباشد، وارون ماتریس   I−2 ( .را بیابیدI  ).ماتریس همانی مرتبه دو است 

A I

A I

(A I)−

     
− = − =     

     

− =

− 
− =  

 

1

4 1 1 0 2 1
2 2

0 3 0 1 0 1

2 2

1 11
2

0 22

 

Aاگر  مثال:
 

=  
 

4 3

2 5
Bو 

− − 
=  

− 

2 3

5 1
)باشد، حاصل عبارت   A B )− −−1 12  را بیابید.  3

A A A

B ( ) B B

( A B )

− −

− −

− −

− −   
= − =  =  =   

− −   

− −   
= − − =  =  =   

− − − −   

   
− −   

 − = −   
   − − −
      

1 1

1 1

1 1

5 3 5 31 1
20 6 14 2

2 4 2 414 7

1 3 1 31 3
2 15 17 3

5 2 5 217 17

5 3 3 9
7 7 17 172 3
2 4 15 6
7 7 17 17

 

 ( ویژگی وارون ماتریس: 6 
 پذیر باشد، داریم:ماتریسی مربعی و وارون Aاگر 

n n

(A ) A

(kA) A
k

(A ) (A )

(AB) B A

− −

− −

− −

− − −

=

=

=

=

1 1

1 1

1 1

1 1 1

1

 

−Aماتریس  مثال: − 
=  
 

1 2 1

2 3
 آورید.  دستبهرا  Aمفروض است. ماتریس  

A A ( )− −− 
=  = − − = 
 

1 12 1
6 2 8

2 3
 

A)دانیم که می ) A− − =1  بیاوریم:  دستبهرا  A−1است، پس وارون ماتریس  1

(A ) A− −

 
  

=  =   
−   −

  

1 1

3 1
3 11 8 8
2 2 1 18

4 4

 

 ولی با استفاده از ماتریس وارون:( حل دستگاه دو معادله و دو مجه7 

مجهولی   دو  و  معادله  دو  دستگاه  هر  حالت کلی  صورت بهدر 
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

آن می را     در  داد که  نمایش  زیر  شکل  به  توان 
a b

A
a b

 
=    

را   

ماتریس ضرایب، 
x

X
y

 
=  
 

را ماتریس مجهولات و 
c

B
c

 
=   

 گوییم، ببینید: مقادیر معلوم می را ماتریس 

A X B

ax by c a b x c
AX B

a b y ca x b y c

+ =      
 =  =          + =      

 

AXحال برای حل معادله ماتریسی  B= به شرطی که( ،A د پذیر باشماتریسی وارون( A )0با ضرب ،)A−1  از سمت چپ در معادلهAX B=
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 آورد:   دستبهزیر  صورتبهتوان مجهولات را می

A

I

AX B A (AX) A B ( A A)X A B X A B
− − − − − −= ⎯⎯⎯→ =  =  =

1 1 1 1 1 1 

دستگاه   مثال:
x y

x y

− = −


+ =

3 5 1

2 8
 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  

A A A

x
B , X

y

x
X A B X

y

−

−

−   
=  = + =  =   

−   

−   
= =   
   

=− − +        
 =  = = =         

− + =        

1

1

3 5 1 51
3 10 13

2 1 2 313

1

8

31 5 1 1 40 31 1
2 3 8 2 24 213 13 2

 

 

 مصحح شو:   6

A A
A A A A ( / )

A

A A A ( A ) ( / )

A ( / )

A A ( / )

 
=  = − 
 

 − =  − =

 =


 
− =  = =



¡¡—

2

2

5
20 3 0 25

3 4

20 4 0 20 4 0 0 25

0 0 25

4 1
20 4 0 0 25

20 5

 

A                    در نتیجه حاصل خواسته شده برابر است با:  ( / )− = − =
1 4

1 1 0 25
5 5

 

 دترمینان:  

باشد   nماتریسی مربعی از مرتبه    Aشود. حال اگر  توان یک عدد حقیقی را نسبت داد که دترمینان آن ماتریس نامیده میبه هر ماتریس مربعی می

( n ) 1 det(A)را با نماد  Aدترمینان ماتریس  صورتایندر  3 A= دهیم و داریم:نمایش می 

 A k A k

a b
A A ad bc

c d

a b c
e f d f d e

A d e f A a b c
h i g i g h

g h i


=  =

 
=  = − 
 

 
 

= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − +
 
  

1 1

 

3برای محاسبه دترمینان ماتریس  توجه:  توان انجام داد. در روش فوق، بسط را برحسب هر سطر یا هر ستون دلخواه می 3
 آورید:   دستبههای زیر را  ان هر یک از ماتریسندترمی  مثال:

 A A

A A ( )

A A ( ) ( ) ( )

= −  = −

− 
=  = − − = − 
 

 
− − 

= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + = − − =
 
  

3 3

2 3
10 12 22

4 5

2 1 0
3 2 1 2 1 3

1 3 2 2 1 0 2 15 9 39
0 5 2 5 2 0

2 0 5

 

 چند نکته:
 های روی قطر اصلی، برابر است.  ضرب درایه( دترمینان هر ماتریس قطری، بالامثلثی و پایین مثلثی با حاصل1

25/1 

 از سمت چپ 

 برحسب سطر اولبسط 

 بسط برحسب سطر اول
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a a x y a

b b z x b abc

c c y z c

= = =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

Aاگر  مثال:

 
 

= −
 
  

2 0 0

0 3 0

0 0 5

Aبا:    برابر است Aباشد، مقدار  ( )=  −  = −2 3 5 30 

Aهم با هم برابر است.   هاآن( اگر دو ماتریس مربعی با هم برابر باشند، دترمینان 2 B A B=  = 

ABمرتبه باشند، داریم:  دو ماتریس مربعی هم Bو   A( اگر 3 BA A B= = 

mmA  ماتریسی مربعی باشد داریم: A( اگر 4 A= 

nیک ماتریس  A( اگر 5 n  وk :عددی حقیقی باشد،داریم  nkA k A= 

( اگر 6

a

A b

c

 
 

=
 
  

0 0

0 0

0 0

A  گاه:باشد، آن  abc= − 

A:  پذیر باشد، داریمماتریسی مربعی و وارون A( اگر 7
A

− =1 1
 

اگر  مثال:
A

A
A

 − 
=  
 

4
2

1
 را بیابید.  A−1حاصل   صورتاینباشد، در  

  کنیم:را پیدا می A2ابتدا دترمینان ماتریس 

A ( ) A
A ( A ) A A ( A ) A

=
= + ⎯⎯⎯⎯⎯→ − + =  − =  =2

2 2 2
2 2

2 4 4 4 0 2 0 2 

A برابر است با: A−1حال حاصل 
A

− = =1 1 1
2

 

 

 مصحح شو:   7

دانیم که معادله داده شده تنها در صورتی فاقد جواب است که: می 
a b c

a b c
= 
  

 (25/0 ) 

( / )

x my m m m
( / )

(m )x y m m m

m ( / )
m m(m ) m m

m m ( / )

+ = − −
 = 

− + = − − −

= −
=  − =  − − =  

− =

2

0 25

2 2
0 25

1 3 1 1 3

1 0 252
1 2 2 0

1 2 0 25

 

( ) a b c
m :

a b c

a b c
m :

a b c

− − −
= − =   =     − − −


− = = =  = = 

   − −

2 1 1
1

2 1 1 3

2 2 2
2

2 1 1 2 3

 

mبنابراین تنها  =  قابل قبول است.  1−

 یادگیری بیشتر:   

یک دستگاه دو معادله و دو مجهولی
ax by c

a x b y c

+ =

  + =

از دو معادله تشکیل شده است که هر یک معادله یک خط هستند. حال اگر 
a b

A
a b

 
=    

، 

 ماتریس ضرایب این دستگاه باشد، داریم:  
 

75/1 

A ماتریسی2 2 

 جواب است. دستگاه فاقد ( 25/0)

 دارد. جواب شماربی دستگاه ( 25/0)
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را چنان بیابید که دستگاه:  mمقدار  مثال:
mx y

x (m )y

+ = −


+ + =

3 3

4 4 2
 جواب نداشته باشد.  

دانیم شرط اینکه دستگاه فوق جواب نداشته باشد این است که می
a b c

a b c
= 
  

 باشد:  

m

m

mm
m(m )

m m

m
m

−
= 

+

= −
=  + − =  

+ =

 −   −
+

3 3
4 4 2

63
4 12 0

4 4 2

3 3
6

4 2

 

 قابل قبول است.  m=2بنابراین تنها 
 

 مصحح شو:   8
( مکان  25/0نامیم. )می  کنیم و آن را است. این خط را رسم می  ABخط  اند عمودمنصف پاره به یک فاصله  Bو    Aمکان هندسی نقاطی که از دو نقطه  

 با خط   dو   d( محل برخورد دو خط 0/ 25هستند. )   dباشند که موازی  می   dو   dمتر هستند دو خط سانتی   3به فاصله    dهندسی نقاطی که از خط  
 جواب مسئله است. 

 ( 0/ 25را قطع کند، مسئله دو جواب دارد. )  dو  dدو خط اگر خط  الف(
 ( 25/0شمار جواب دارد. )منطبق باشد، مسئله بی  dیا dبر یکی از دو خط اگر خط  ب(

 ( 0/ 25را قطع نکند، مسئله جواب ندارد. ) dو  dیک از دو خط هیچ  اگر خط  پ(
 
 
 
 
 
 

 »جواب ندارد«    »دو جواب«   شمار جواب« »بی   
 ( 0/ 25رسم حداقل یک مورد شکل برای مسئله: )

5 /1 

 مصحح شو:   9

)Oابتدا فاصله نقطه , )− −1 xرا از خط 1 y+ − =2 2  آوریم.می دستبه 0

( ) ( ) ( )
OH ( / )

( ) ( )

− + − + − − − − −
= = = = =

++2 2

2 1 1 2 2 1 2 5 5
5 0 25

4 1 5 52 1
 

 داریم: زیربنابراین مطابق شکل است، 4دانیم که طول وتر جدا شده برابر می 
AB AH HB ( / )

OHB: (OB) (OH) (HB) ( / )

(OB) ( ) ( ) (OB) OB R ( / )

=  = =

= +

 = +  = + =  = =  =

2 2 2

2 2 2 2

4 2 0 25

0 25

5 2 5 4 9 9 3 3 0 25

 

5 /1 

a b

a b

 

A دو خط متقاطع هستند.   0  .دستگاه یک جواب یکتا دارد  

a b c

a b c
= 
  

A دو خط موازی هستند.    دستگاه هیچ جوابی ندارد.  0=

 
 
 
 

a b c

a b c
= =
  

A هستند. دو خط بر هم منطبق     شمار جواب دارد. دستگاه بی 0=

 

d

d

d

A

B

cm3

cm3

d dd

cm3 cm3

BA

d d.d

cm3 cm3

BA

BA H

O
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                                               بنابراین معادله دایره برابر است با:

( / )

O( , )
(x ) (y ) R (x ) (y )

R

− −
 − + − =  + + + =

=

2 2 2 2 2

0 5

1 1
1 1 9

3
 

xگسترده و به فرم  صورتبهاگر معادله دایره : مصحح راهنمای  y x y+ + + − =2 2 2 2 7  گیرد. نوشته شود، به آن قسمت، نمره تعلق می  0

 یادگیری بیشتر:   

)Oاگر  (1 , )   مختصات مرکز دایره وr :شعاع آن دایره باشد، معادله استاندارد دایره برابر است با  (x ) (y ) r− + − =2 2 2 

x)صورتبهاگر معادله دایره   مثال: ) y+ + =2 21  باشد، مطلوب است:   4
 مختصات مرکز دایره و اندازه شعاع دایره:  الف(

(x ) (y ) ( ) O( , )

r

 = −


+ + − =   =  −


=

2 2 2

1

1 0 2 0 10

2

 

 ها:yها و محور xمختصات تقاطع دایره با محور  ب(
yها باید در معادله دایره، xدایره با محور تقاطع  برای پیدا کردن مختصات نقاط   :  صورتاینقرار دهیم که در  0=

y x x
(x ) y (x )

x x

= + =  =
+ + = ⎯⎯⎯→ + = 

+ = −  = −

02 2 2 1 2 1
1 4 1 4

1 2 3
 

)در نتیجه نقاط  , )−3 )و   0 , و برای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور xمحل تقاطع دایره با محور    10( ها، باید در معادله دایره، y  ها هستند 
x  دهیم:   ر را قرا 0=

x y
(x ) y y y

y

=
 =

+ + = ⎯⎯⎯→ + =  =  
= −

02 2 2 2 3
1 4 1 4 3

3
 

)پس نقاط  , )0 )و 3 , )−0  ها هستند.  yمحل تقاطع دایره با محور  3

xاگر  (2 y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده )ضمنی( یک دایره باشد، داریم:   0

a b
: O( , )− −

2 2
 مختصات مرکز دایره  

r a b c= + −2 21
4

2
 : شعاع دایره 

xصورتبهای  معادله گسترده دایره مثال: y x y+ − + + =2 2 6 2 6  باشد، مرکز و شعاع دایره را بنویسید.  می 0

a b
O( , ) O( , ) O( , )

r a b c r ( ) ( ) ( )

−
− −  − −  −

= + −  = − + − = + − = =2 2 2 2

6 2
3 1

2 2 2 2

1 1 1 1
4 6 2 4 6 36 4 24 16 2

2 2 2 2

 

 استاندارد بنویسید:   صورتبهدر مثال فوق، معادله دایره را  

( )
O( , )

(x ) (y ) r (x ) y ( ) (x ) (y )
r

−
 − + − =  − + − − =  − + + =

=

22 2 2 2 2 23 1
3 1 4 3 1 4

2
 

 

 مصحح شو:   10

)Oکنیم کهفرض می   الف( , )  مرکز دایره محیطی مثلث ،ABC  :باشد، پس 

OA OB ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )

( ) ( ) ( ) ( )

( / )

=  − − + − − = − + −

 +  + + + + = −  + + − +

 +  = + =  = −

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 0 25

1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 0 0 0 25

 

OB                   از طرفی:  OC ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )=  − + − = − + − −2 2 2 21 1 1 3 0 25 

( / )( / )

=−
 − + = + +   = −   = − ⎯⎯⎯→  =2 2

0 250 25

1 2 9 6 8 8 1 1 

5 /2 
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)Oصورتبه  یبنابراین مرکز دایره محیط , )−1  آوردن شعاع دایره، داریم:  دستبهاست. حال برای  1

OA R ( ) ( ) ( ) ( ) ( / )= = − − + − − = − − + − + = =2 2 2 21 1 1 1 1 1 4 2 0 5 

 در نتیجه معادله دایره برابر است با:  

(x ) (y ) R (x ) (y ) ( / )− + − =  − + + =2 2 2 2 21 1 4 0 25 

 

صورتبه با هم برابر است، بنابراین معادله خط مماس  Aو  Oبا توجه به شکل مقابل، چون عرض دو نقطه  (ب
( / )

x = −

0 5

 است. 1

 

 
 

 مصحح شو:   11

xابتدا مختصات مرکز دایره  y x y+ − + + =2 2 2 4 3  آوریم:می  دستبهو همچنین شعاع آن را  0

a b ( )
O( , ) O( , ) O( , ) ( / )

−
− − = − − = −

2 4
1 2 0 5

2 2 2 2
 : مرکز دایره 

R a b c ( ) ( ) ( ) ( / )= + − = − + − = + − = =2 2 2 21 1 1 1
4 2 4 4 3 4 16 12 8 2 0 5

2 2 2 2
 : شعاع دایره 

xحال، فاصله خط  y− − =1  آوریم:می دستبه را از مرکز دایره  0

( )
OH ( / )

( )

− − − + −
= = = =

++ −2 2

1 2 1 1 2 1 2
2 0 25

1 1 21 1
 

OHگیریم که چون  پس نتیجه می  R= = xاست، پس خط  2 y−  ( 0/ 25بر دایره مماس است. ) 1=

 اوضاع نسبی خط و دایره:  

 (. OHکنیم)ط نسبت به یک دایره قبل از هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا میبرای مشخص کردن وضعیت یک خ

 و اندازه شعاع دایره، داریم:   OHحال با توجه به اندازه 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 یادآوری: 
 ـ خط مماس بر دایره، در نقطه تماس، بر شعاع دایره عمود است.  

A(xـ فاصله نقطه  , y )0 axاز خط به معادله  0 by c+ +  برابر است با:  0=

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0
2 2

 

xوضعیت خط   مثال: y+ xرا نسبت به دایره  1= y x y+ + + − =2 2 2 2 1  مشخص نمایید.  0

 آوریم: می دستبهابتدا مختصات مرکز دایره را 

a b
O( , ) O( , ) O( , )− −  − −  − −

2 2
1 1

2 2 2 2
 

 

5 /1 

O( , )−1 1A( , )− −1 1

 
 
 
 
 

  

 با دایره متقاطع است. خط   بر دایره مماس است.  خط   کند. دایره را قطع نمیخط  

OH r OH r= OH r 
 

O

r

H

O

r

H

O

r

H
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xحال فاصله مرکز دایره را از خط به معادله  y+ − =1  آوریم:  می دستبه 0

( ) ( )
OH OH /

− + − − −
= = =  =

+2 2

1 1 1 1 1 3 3 3 2
2 1

22 21 1
 

 کنیم:مقایسه می OHاندازه   اآورده و آن را ب دستبهشعاع دایره را 

r a b c ( ) /= + − = + − − = = =2 21 1 12 2 3
4 4 4 4 3 1 7

2 2 2 2
 

چون 
3 2

3
2

OHاست، پس   r  است، در نتیجه خطx y+  کند. دایره را قطع نمی 1=

)Oای را بنویسید که مرکز آن معادله دایره مثال: , )−1 xو بر خط  1 y− + =3 4 3  مماس باشد.  0

 داده شده برابر شعاع دایره است: فاصله مرکز دایره تا خط

( ) ( )
d

O( , )
(x ) (y )

r

− − +
= = =

+

−
 − + + =

=

2 2

2 2

3 1 4 1 3 10
2

53 4

1 1
1 1 4

2

 

xای را بنویسید که خطوط معادله دایره مثال: y+ xو 1= y− = xشامل قطرهایی از آن بوده و خط  3 y+ = −4 3  بر آن مماس باشد.  5

 همان مرکز دایره است:  قطرهای دایرهمحل تقاطع  

x y x
O( , )

x y y

+ = =  
  − 

− = = −  

1 2
2 1

3 1
 

 دایره با شعاع دایره برابر است:  از طرفی، فاصله مرکز دایره تا خط مماس بر 

( ) ( )
r

+ − +
= = =

+2 2

4 2 3 1 5 10
2

54 3
 

x)  در نتیجه معادله دایره برابر است با: ) (y )− + + =2 22 1 4 
 

 مصحح شو:   12

xابتدا مختصات مرکز دایره  y x y+ − + − =2 2 4 2 31  آوریم:می  دستبهو همچنین شعاع آن را  0

a b ( )
O( , ) O( , ) O( , ) ( / )

−
− − = − − = −

4 2
2 1 0 5

2 2 2 2
 : مرکز دایره 

R a b c ( ) ( ) ( ) ( / )= + − = − + − − = + + = =2 2 2 21 1 1 144
4 4 2 4 31 16 4 124 6 0 5

2 2 2 2
 : شعاع دایره 

)Oحال، فاصله دو نقطه  , )−2 Oو 1 ( , ) −1  آوریم:می دستبهرا  3

OO ( ) ( ( )) ( / ) = − − + − − = + = =2 21 2 3 1 9 16 25 5 0 5 

OOاز طرفی، برای اینکه دو دایره مماس داخل باشند، باید  R R =  باشد، پس:  −

( / )

R R ( / )
OO R R R

R R ( / )

 − =  =
  = −  = −  

 − = −  =0 25

6 5 1 0 25
5 6

6 5 11 0 25
 

Oدو دایره به مرکز  ( , ) −1 xوجود دارد که با دایره 3 y x y+ − + − =2 2 4 2 31  مماس داخل باشد:  0

R (x ) (y ) ( / )
O ( , ) :

R (x ) (y ) ( / )

  =  + + − =
 − 

  =  + + − =

2 2

2 2

1 1 3 1 0 25
1 3

11 1 3 121 0 25
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 اوضاع نسبی دو دایره:  

دایره  Cو   C(O,r)دو  (O ,r )    پاره اندازه  اگر  بگیرید.  نظر  در  میرا  وصل  به هم  را  دایره  دو  مرکزهای  برابر  کند )خطخطی که  باشد،    dالمرکزین( 
 داریم: 

 
dتوجه شود که اگر   مرکز خواهند بود. همباشد، دو دایره  0=

Cو C(O,r)برای تشخیص وضعیت دو دایره  (O ,r )  کنیم:  ، مراحل زیر را طی می 
 آوریم. می دستبه( ابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع هر دو دایره را 1

dالمرکزین دو دایره ( سپس طول خط2 OO=  آوریم. می دستبهرا نیز 

r)( در نهایت 3 r )+ وr r− اندازه  ارا ب را نیز محاسبه کرده و آنd OO= کنیم. مقایسه می 

x)وضعیت دو دایره   مثال: ) y− + =2 21 xو 1 (y )+ − =2 21  مشخص کنید. ا نسبت به هم ر  1
 کنیم:  ابتدا مرکز و شعاع هر دو دایره را مشخص می

O( , )
(x ) y

r

O ( , )
x (y )

r


− + =  

=


+ − =  

 =

2 2

2 2

10
1 1

1

0 1
1 1

1

 

rآورده و آن را با  دستبهحال فاصله دو مرکز را  r+ وr r− کنیم:مقایسه می 

اند. دو دایره متقاطع 

OO

r r r r OO r r

r r

  =


   + =  −   + 


− =

2

2

0

 

 

 20 . موفق باشید 

 

 
 
 
 
 
 

    

d r r − d r r= − r r d r r −   + d r r= + d r r + 

 دو دایره مماس بیرون  دو دایره متقاطع دو دایره مماس درون  دو دایره متداخل 
دو دایره بیرون هم  

 )متخارج( 
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O

O

O
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O

O
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